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Ïðè ðåøåíèè ðÿäà çàäà÷ ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà è òåîðèè ïðèáëè-
æåíèé âàæíóþ ðîëü èãðàåò ìåòîä ïîëèíîìèàëüíûõ ïðîîáðàçîâ îòðåçêà
(ñì., íàïðèìåð, îáçîð [1], à òàêæå áîëåå ïîçäíèå ðàáîòû ñî ññûëêàìè íà
íåãî). Îäíîé èç ñîñòàâëÿþùèõ ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèå ïðî-
èçâîëüíûõ ñèñòåì îòðåçêîâ ïîëèíîìèàëüíûìè ïðîîáðàçàìè ïóòåì âàðè-
àöèè íåêîòîðûõ êîíöîâ îòðåçêîâ.

Òåì íå ìåíåå äàæå â âîïðîñàõ ïîëèíîìèàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé èíî-
ãäà òàêàÿ âàðèàöèÿ íå ïðèíîñèò õîðîøèõ ðåçóëüòàòîâ (ñì., íàïðèìåð,
[2]). Â ðàáîòå [3] áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî äàæå â ñëó÷àå èíòåðïî-
ëèðîâàíèÿ ìíîãî÷ëåíàìè íà íåñêîëüêèõ îòðåçêàõ ïîëåçíûì ìîæåò îêà-
çàòüñÿ àíàëîã ýòîãî ìåòîäà äëÿ ïðîîáðàçîâ îòðåçêà ïðè îòîáðàæåíèÿõ
ðàöèîíàëüíûìè ôóíöèÿìè ñ ôèêñèðîâàííûì çíàìåíàòåëåì.

Öåëü äàííîé çàìåòêè - ïîêàçàòü, êàê ìîæíî ñòðîèòü ñåìåéñòâà ëèíåé-
íûõ îïåðàòîðîâ êîíå÷íîãî ðàíãà (ñî çíà÷åíèÿìè â êîíå÷íîìåðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñ ôèêñèðîâàííûì çíàìåíàòåëåì) íà
íåñêîëüêèõ îòðåçêàõ.

Íà÷íåì ñ êîíñòðóêöèè îïåðàòîðîâ òèïà Áåðíøòåéíà (ðàçâèâàÿ
êîíñòðóêöèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ îïåðàòîðîâ,
îïðåäåëåííûõ â [4] ëèøü äëÿ âåñüìà îãðàíè÷èòåëüíîãî ñëó÷àÿ ñèñòåì
îòðåçêîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè ïðîîáðàçàìè îäíîãî îòðåçêà).

1Ñòàòüÿ îïóáëèêîâàíà íà óñëîâèÿõ ëèöåíçèè Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)
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Ïóñòü s ≥ 1, 0 = a1 < b1 < . . . < as < bs = 1 � ðàçáèåíèå îòðåçêà
[0, 1], Js = ∪sj=1Ij, Ij = [aj, bj] � ñèñòåìà îòðåçêîâ. Ïóñòü m > s, r(x) �
ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíèm ñî çíàìåíàòåëåì S(x) ñòåïåíè s òàêàÿ,
÷òî r−1([0, 1]) = Js, ïðè÷åì r(0) = 0. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ôóíêöèè r
áûëî îòìå÷åíî, íàïðèìåð, â [3].

Äëÿ n ∈ N ÷åðåç xk1 < . . . < xkmk
îáîçíà÷èì òàêèå òî÷êè ñèñòåìû

îòðåçêîâ Js, äëÿ êîòîðûõ

r(xki) =
k

n
, i = 1, . . . ,mk; k = 0, . . . , n,

ãäå

mk =


m+ s−

[
m+s
2

]
, k = 0,

m, k = 1, . . . , n− 1,[
m+s
2

]
, k = n.

Òåïåðü äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé íà Js ôóíêöèè îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç

Lk(f, x) =

mk∑
i=1

f(xki)ℓki(x), k = 0, . . . , n,

åå èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãî÷ëåíû Ëàãðàíæà,

ℓki(x) =

mk∏
j = 1

j ̸= i

x− xkj
xki − xkj

� ôóíäàìåíòàëüíûå ìíîãî÷ëåíû Ëàãðàíæà.
Ëèíåéíûå îïåðàòîðû òèïà Áåðíøòåéíà îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

Bn(f, x) =
n∑

k=0

Lk(f, x)bnk(r(x)), x ∈ Js,

ãäå
bnk(x) = Ck

nx
k(1− x)n−k, k = 0, . . . , n,

� ôóíäàìåíòàëüíûå ìíîãî÷ëåíû Áåðíøòåéíà. Î÷åâèäíî, ÷òî Bn(f, x) ÿâ-
ëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè ñòåïåíè mn+m−1 ñî çíàìåíàòåëÿ-
ìè Sn(x). Åñëè ñèñòåìà îòðåçêîâ Js ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì ïðîîáðà-
çîì îòðåçêà, òî åñòü íàéäåòñÿ ìíîãî÷ëåí p(x) ñòåïåíè m ≥ s òàêîé, ÷òî
Js = p−1([0, 1]), òî, ïîëîæèâ r(x) = p(x), ïîëó÷èì îïåðàòîðû, ïîñòðîåí-
íûå É. Ñàáàäîøåì [4].
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Ïîñòðîåííûå îïåðàòîðû íå ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, íî îáëàäàþò
ñëåäóþùèìè âîñïðîèçâîäÿùèìè ñâîéñòâàìè: Bn(q, x) = q(x) äëÿ ëþáîãî
ìíîãî÷ëåíà q(x) ñòåïåíè mn, Bn(r, x) = r(x). Êðîìå òîãî, îíè èíòåðïî-
ëèðóþò çàäàííóþ ôóíêöèþ âî âñåõ êîíöàõ îòðåçêîâ äàííîé ñèñòåìû (è
â äðóãèõ òî÷êàõ âèäà r−1(0), r−1(1)).

Íà íèõ òàêæå ïåðåíîñÿòñÿ îöåíêè ñêîðîñòè àïïðîêñèìàöèè èç ðàáîòû
[4].

Áîëåå îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîëó÷èòñÿ, åñëè âìåñòî ìíîãî÷ëåíîâ Áåðí-
øòåéíà ðàññìîòðåòü ëèíåéíûå ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðû êîíå÷íîãî
ðàíãà íà îòðåçêå, ââåäåííûå Â.Ñ. Âèäåíñêèì (ñì. [5, ï.13,ñ.60�62], [6]).

Îïåðàòîðû Âèäåíñêîãî èìåþò âèä

Un (f, x) =
n∑

k=0

f (τnk)unk (x)

ãäå τnk îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

ϕn (τnk) =
k

n
, k = 0, 1, .., n,

ϕn (x) =
1

n

n∑
i=1

hni (x) ,

è ôóíäàìåíòàëüíûå ôóíêöèè îïåðàòîðîâ Âèäåíñêîãî (âïåðâûå ðàññìîò-
ðåííûå Äæ. Ï. Êèíãîì) îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîðîæäàþùåé ôóíê-
öèè ïî ôîðìóëàì

hni (x) =
ρnix

1 + ρni − x
, ρni > 0, i = 0, 1, ...,

gn (x, y) =
n∑

k=0

ykunk(x),

gn (x, y) =
n−1∏
i=0

(hni (x) y + (1− hni (x))) .

Òåïåðü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà ñèñòåìå îòðåçêîâ
Js íàäî, êàê è ðàíåå, ââåñòè ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ r(x), äëÿ êîòîðîé
Js = r−1([0, 1]). Íà ñåé ðàç Lk(f, x) � èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãî÷ëåíû
Ëàãðàíæà ïî óçëàì xki, ÿâëÿþùèìñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé

r(xki) = τnk, i = 1, . . . ,mk; k = 0, . . . , n,
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è îïåðàòîðû îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

Vn(f, x) =
n∑

k=0

Lk(f, x)unk(r(x)).

Èç ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ Âèäåíñêîãî ñëåäóåò, ÷òî Vn(f, x) ÿâëÿþòñÿ ðà-
öèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè ñî çíàìåíàòåëÿìè

Sn(x)
n∏

i=1

(1 + ρni − r(x)) ,

îíè ñîõðàíÿþò òå æå âîñïðîèçâîäÿùèå ñâîéñòâà äëÿ ïîëèíîìîâ, ÷òî è
îïåðàòîðû òèïà Áåðíøòåéíà, à äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñîîòâåòñòâó-
þùåå ñâîéñòâî èìååò âèä Vn(ϕn ◦ r, x) = ϕn ◦ r(x).

Â ñëó÷àå ϕn(x) = x îïåðàòîðû Vn(f, x) ñîâïàäàþò c Bn(f, x).
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